
ENSAE - Mathekurs

Correction du Devoir Libre n◦ 11

Exercice 1

(1)
∫ x

1

dt√
2t− t2

pour x ∈]0, 2[

On pose t = 2 sin2 u, u ∈]0, π
2 [ : sin u > 0 et cos u > 0 Alors dt = 4 cos u sin udu et u = arcsin

(√
t
2

)
.

On en déduit que :

∫ x

1

dt√
2t− t2

=
∫ arcsin(

√
x
2 )

arcsin
√

frac12

4 cos u sin u√
4 sin2 u− 4 sin4 u

du =
∫ arcsin(

√
x
2 )

π
4

4 cos u sin u

2 sin u
√

1− sin2 u
du

= 2
∫ arcsin(

√
x
2 )

π
4

du = 2arcsin
(√

x

2

)
− π

2

(2)
∫ x

0

tdt

(1 + t2)
√

1− t4
pour x ∈]− 1, 1[

On pose t2 = cos u, u ∈]0, π[ : sin u > 0. Alors 2tdt = − sin udu. On en déduit que :

∫ x

0

tdt

(1 + t2)
√

1− t4
=

1
2

∫ arccos(x2)

arccos(0)

− sin u

(1 + cos u)
√

1− cos2 u
du =

∫ arccos(x2)

π
2

− sin u

(1 + cos u) sin u
du

= −1
2

∫ arccos(x2)

π
2

du

1 + cos u
= −1

2

[
sinu

1 + cosu

]arccos(x2)

π
2

= −1
2

sin(arccos(x2))
1 + x2

+
1
2

=
1
2
−
√

1− x4

2(1 + x2)
=

1
2
−1

2

√
1− x2

1 + x2

(3)
∫ x

0

√
1 + t

1− t
dt pour x ∈ [−1, 1[

On pose t = cos u, u ∈]0, π] : sin u ≥ 0. Alors : dt = − sin udu. On en déduit que :

∫ x

0

√
1 + t

1− t
dt = −

∫ arccos x

π
2

sin u

√
1 + cos u

1− cos u
du = −

∫ arccos x

π
2

√
1− cos2 u

√
1 + cos u

1− cosu
du

= −
∫ arccos x

π
2

√
1− cos u

√
1 + cos u

√
1 + cos u

1− cos u
du = −

∫ arccos x

π
2

(1 + cos u)du

= arccos x +
π

2
− sin(arccosx) + sin

π

2
= 1 +

π

2
− arccosx−

√
1− x2

1



Exercice 2

(1) Soit n ∈ N∗

In(x) =
∫ x

1

1·(ln t)ndt =par parties [t ln t]x1−
∫ x

1

tn(ln t)n−1

t
dt = x(ln x)n−n

∫ x

1

(ln t)n−1dt = x(ln x)n−nIn−1(x)

(2) Pour k ∈ N, soit P (k) la proposition :

∀x ∈ R+ In(x) =
n∑

k=0

n!
(n− k)!

(−1)kx(lnx)n−k + Csten

x ∈ R+ ⇒ [I0(x) = x− 1 et Cste0 = −1] ⇒ P (0) vraie

Soit n ∈ N : supposons P (n) vraie. Alors :

In+1(x) = x(lnx)n+1 − (n + 1)In(x) + Csten+1 d’après (1)

= x(lnx)n+1 − (n + 1)
n∑

k=0

n!
(n− k)!

(−1)kx(lnx)n−k − (n + 1)Csten

= x(lnx)n+1 +
n∑

k=0

(n + 1)!
(n− k)!

(−1)k+1x(ln x)n−k − (n + 1)Csten

= x(lnx)n+1 +
n+1∑

j=1

(n + 1)!
(n− j + 1)!

(−1)jx(ln x)n−j+1 − (n + 1)Csten

=
n+1∑

j=0

(n + 1)!
(n− j + 1)!

(−1)jx(lnx)n−j+1 + Csten+1

Où on pose Csten+1 = −(n + 1)Csten. P (n + 1) est vraie.
La récurrence est terminée. De plus,

∀n ∈ N∗, Csten = −nCsten−1 et Cste0 = −1 =⇒ ∀n ∈ N, Csten = (−1)n+1n!

Exercice 3

un =
1
n

n∑

k=1

sin
(

π
k

n

)
−→n→+∞

∫ 1

0

sin(πx)dx =
2
π

vn = n

n∑

k=1

1
(k + n)2

=
1
n

n∑

k=0

1
(1 + k

n )2
−→n→+∞

∫ 1

0

dx

(1 + x)2
=

1
2

wn =
1
n

n−1∑

k=1

√
k

n
−→n→+∞

∫ 1

0

√
xdx =

2
3

yn = ln(xn) =
1
n

n∑

k=1

ln

[
1 +

(
k

n

)2
]
−→n→+∞

∫ 1

0

ln(1+x2)dx =
π

2
+ln 2−2 donc lim

n→+∞
xn = 2 exp

(π

2
− 2

)

2



Exercice 4

(1)

∀x ∈ [a, b], f(x) = f(a) = sup
[a,b]

f = M =⇒ un =

[∫ b

a

Mndt

] 1
n

M(b− a)
1
n −→n→+∞ M

(2)

un
n =

∫ b

a

f(x)ndx ≤
∫ b

a

Mnx =⇒ un ≤ M(b− a)
1
n (car f ≥ 0)

(3)
Soit ε > 0. Si ε ≥ M , alors η = 1 convient.
Supposons ε < M . Comme f est continue sur [a, b], intervalle fermé, M est atteint : ∃c ∈ [a, b] tq.
f(c) = M .
Au voisinage de c, il existe donc un intervalle fermé I ⊂ [a, b], de longueur η > 0, tq. :

∀x ∈ I, f(x) ≥ M − ε

Par ailleurs

fn ≥ 0 =⇒
∫

[a,b]

fn ≥
∫

I

fn ≥ η(M − ε)n =⇒ un ≥ η
1
n (M − ε)

(4)
La précédente relation est valable pour tout ε > 0, donc également pour ε =

ε

M + 1
. On en déduit :

∀n ∈ N un ≥ η
1
n (M − ε)

lim
n→+∞

η
1
n = 1 =⇒ ∃n1 ∈ N ∀n ≥ n1 η

1
n ≥ 1− ε

Ainsi, n ≥ n1 =⇒ un ≥ (1− ε)(M − ε) ≥ M − (M + 1)ε = M − ε

De plus, M(b− a)
1
n −→n→+∞ M =⇒ ∃n2 ∈ N ∀n ≥ n2 un ≤ M − ε

En posant n3 = max(n1, n2), on a montré que :

∀ε > 0 ∃n3 ∈ N ∀n ≥ n3 M − ε ≤ un ≤ M + ε
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