ENSAE - Mathekurs

Correction du Devoir Libre n° 11

Exercice 1

Toodt

1 - our z €/0,2

1) [ 2= voura e
On pose t = 2sin’u, u €]0, Sl :sinu >0 et cosu > 0 Alors dt = 4cosusinudu et u = arcsin (\/g)
On en déduit que :

/ /arcsm ) 4 cosusinu i /arcbm(\/g) 4 cosusinu d
U = u
V2t — L‘Z arcsin /fraci2 \/4 sin? u — 4sin* u z 2sinuy/1 — sin®

arcsin(\/i)
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¢ tdt
2 PR ourx € —1,1
@ /0 (14+2)vV1—t* P } |
On pose t? = cosu, u €]0, 7] : sinu > 0. Alors 2tdt = — sin udu. On en déduit que :

du

T tdt 1 arccos(z”) —sinu arccos(z”) sinu
/0 (1+#2)V/1—t4 B 2/arccos(0) (1 + cosu)v1—cos?u = _(1+cosu) sinu
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2

o1+t
/\/%dt pour z € [-1,1]

On pose t = cosu, u €]0,7] : sinu > 0. Alors : dt = —sinudu. On en déduit que :

1 arccos 1 COS arccos T 1 COS
1/ +i —dt = sinuy | ——— + u — \/1—C032uﬂudu
1-—1t 1—cosu z 1—cosu

arccos 1 arccos
:7/ V1 — cosuv1+ cosu 1+COSU / (1 + cosu)du
P V 1—cosu
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= arccos T + g — sin(arccos x) + sin 5 =1+ 5 —arccosx — /1 — a2



Exercice 2

(1) Soit n € N*

I,(z) = /1 1-(Int)"dt =Par parties lnt]glg_/l

(2) Pour k € N, soit P(k) la proposition :

—1 x
dt = x(lnm)"—n/ (Int)"*dt = x(Inz)*—nl,_i(z)
1

|
Ve e Rt I,(x) = Z n (=1D)*z(Inz)"~* + Cste,

reRT = [lh(z)=z—1et Csteg=-1 = P(0) vraie
Soit n € N : supposons P(n) vraie. Alors :

Liyi(z) = 2(Inz)" ™ — (n + 1)1, (2) + Cste, 1 d’apres (1)

i n!

=z(lnz)" ™ — (n41) Z m(—l)km(lnm)"_lC — (n+1)Cste,
k=0 ’

= z(lnz)" ! 4 i EZ i_ ]3: (—=1)* 1 z(Inz)" % — (n + 1)Cste,

n+1
1)! , .
z(lnz)"t + Z m Tij+ 01 —1)2(lnz)" 7T — (n +1)Cste,

n+1 ’/l + 1 . .
- Z (n—j+1 1Y z(lnz)" "I+ 4 Csten i
Ot on pose Cste, 1 = —(n + 1)Cste,. P(n + 1) est vraie.

La récurrence est terminée. De plus,

Vn € N*, Cste,, = —nC'ste,_1 et Csteg = —1 = Vn € N, Cste, = (—1)"T1n!

Exercice 3

u ! Zsin i /1 sin(rz)dx 2
n — — T— || —n—+c0 ° = -
n n AR ™
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k\° !
1+ <) 1 —n—too / In(14+2%)dr = g+ln2—2 donc lim =z, = 2exp (g — 2)
n

0 n—-+oo




Exercice 4

(1)

1

b n
Vo € [a,b], f(z) = f(a) =supf=M = u,= l/ M"dt] M(b—a)® —spsoo M
[a,b] a

(2)
b b
UZ:/ f(x)”dmg/ M"™z = ungM(b—a)% (car f >0)

(3)

Soit € > 0. Si € > M, alors 7 = 1 convient.

Supposons € < M . Comme f est continue sur [a,b], intervalle fermé, M est atteint : Jc € [a,b] tq.
fle) =M.

Au voisinage de ¢, il existe donc un intervalle fermé I C [a, b], de longueur n > 0, tq. :

Veel f(x) >M—ce¢

Par ailleurs

o = frzfrea0n-gn = wzgtor-o
[a,b] I
(@ 6
La précédente relation est valable pour tout € > 0, donc également pour € = M1 On en déduit :
Vn e N unzn%(M—s)
lim 17%:1 S dni €N Vn >n nTlelfs

n—-+oo

Ainsi, n>ng = U, > 1l—e)(M—e)>M—-(M+1)e=M—c¢

De plus, M(b—a)% —n—too M = dno €N VYn>ng u,<M-—c¢
En posant ng = max(nl, ng), on a montré que :

Ve>0 dnseN Vn>n3 M—-—e<u, <M--+e¢
CQFD



